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capiToLuL 1

Primitive (antiderivate)

In acest capitol vom introduce o clasi importanta de functii reale i anume
clasa functiilor care admit primitive. Conceptul de primitiva leagi intre
ele doud concepte fundamentale ale Analizei Matematice: derivata si integrala.
Vom aborda probleme de natura calitativa privind studiul existentei primitivelor

precum si de natura calculatorie relative la metode de calcul de primitive.

1.1 Probleme care conduc la notiunea de primitiva

Presupunem c& un corp este aruncat din punctul M (xo, o), unde zg = z(0) = 0,

yo = y(0) sub unghiul 6 € (O, ;) cu viteza initiald vy (m/s) (vezi figura 1).

Ya
Vo

M(x¢:))

Q
.

Figura 1.
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8 Probleme care conduc la notiunea de primitiva

Atunci componenta orizontala a vectorului viteza ¢ la momentul ¢ = 0 este
vg cos @, iar componenta verticald este vg sin 6.

In cele ce urmeaza neglijim rezistenta aerului si faptul ca pdmantul nu este
plat.

Atunci viteza corpului in directia orizontald (axa Ox) este constantd, adica
2'(t) = vocos B, oricare ar fi ¢t > 0.

Urmeaza cd
z(t) = (vgcosB)t + co, oricare ar fi t > 0.

Cum z(0) = 0, obtinem c& co = 0 si deci
x(t) = (vg cos @)t, oricare ar fi ¢ > 0.

Pe de alt3 parte, acceleratia in directia verticald (axa Oy), in lipsa rezistentei

aerului, se datoreazi numai gravitatiei, adica avem
y"(t) = —g, oricare ar fi t >0,
(unde g =~ 9.81 cm/ s? este acceleratia gravitationald). Rezulta ca
y'(t) = —gt + ¢1, oricare ar fi t > 0,

si cum 3(0) = vo sin 6, obtinem cd ¢; = vp sin 0 si deci

/

Y/ (t) = —gt + vosin 6, oricare ar fi t > 0.
De aici deducem ca

1
y(t) = ——§gt2 + (vosin )t + ¢y, oricare ar fi ¢t > 0.

N

Intrucat y(0) = yo, obtinem ca cp = yo. Asadar
{ 5 . : .
y(t) = —Egt + (vo sin @)t + yo, oricare ar fi t > 0.

Eliminand parametrul ¢, obtinem ecuatia carteziana explicitd a traiectoriei

corpului
g

2 5
——2 2% 4 (tgf)x + yo, oricare ar fi > 0.
202 cos? 6 (tg )z + 5o e bt

y:
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Aplicatie.

Un tenisman loveste mingea la o indltime de 50 cm de sol trimitdnd-o pe
o traiectorie Inclinatd la 45° fatd de orizontald, cu viteza initiald de 72 km/ora.
Neglijand rezistenta aerului, traiectoria mingii este o parabold a carei ecuatie
se cere. Care este Indltimea maximé la care ajunge mingea? La ce distantid de

tenisman, mingea atinge solul?

- 2
In aceastd aplicatie, vop = 72 km/h = %—6%%9 m/s = 20 m/s si yo = 50 cm
1
=3 m. Ecuatia traiectoriei este
Y= ——g—xz—}—x—{—l unde x > 0.
400 2’ -

Indltimea maxima la care ajunge mingea este

g
1+ =—
_»_ B, _""200_9 ,!
Ymax = 4a - i ~1OO+2_10,69m
100

Mingea atinge solul cand y = 0, adicd pe z il aflim rezolvand ecuatia

9 2 1_
e TEry=0
1441455
cu z > 0. Solutia convenabild este = 3 ~ 41,26 m.
200

Se considerd o bila de masa m care cade la momentul tg = 0 de la o anumita
inaltime. Se presupune cd rezistenta aerului este direct proportionald cu viteza
bilei. Ne punem problema determinérii vitezei bilei in fiecare moment ¢ > 0.

In acest scop sa notam cu c factorul de proportionalitate, iar cu v(t), respec-

tiv a(t), viteza si respectiv acceleratia bilei la momentul ¢. Atunci
ma(t) = mg — cu(t) oricare ar fi t > 0,

unde g este acceleratia gravitationald. Tindnd seama ci acceleratia este derivata

vitezei, relatia precedentd devine

c & ¢ gm e\’ '
v'(t) + —v(&) =g, sau (v(t)e'm - gﬂem) = 0 oricare ar fi ¢ > 0.
m, &



10 Probleme care conduc la notiunea de primitiva

Utilizdnd consecinta teoremei lui Lagrange care afirma ci o functie derivabild
care are derivata nuld pe un interval este constantd, rezultd ci existd K € R,
astfel ncat

ct m ct
v(t)em = I em + K oricare fi t >0,
c

de unde se deduce formula de calcul pentru v(t).

Se considerd un mediu cu temperatura constantd Tp = 60°C in care se scufundi
un corp aflat initial la 180°C. Se presupune ci viteza de ricire a corpului la
orice moment ¢ este direct proportionala cu diferenta dintre temperatura 7'(t) a
corpului si temperatura Ty a mediului. Ne propunem si aflim dupi cat timp
temperatura corpului ajunge la 90°C, stiind ¢4 dupd un minut temperatura a
coborat la 120°C.

Sa notdm cu c factorul de proportionalitate. Deoarece

T(0) = 180° > T = 60°

si T este o functie continua, rezulta ca existd un interval I = [0,to] cu to > 0,
inclus in multimea {t > 0| T'(¢t) > Tp}.
Prin ipotezd avem ci T'(t) = ¢(Tp — T'(t)), ceea ce se mai scrie si astfel

T'(t)
To—T()

sau
In(T'(t) — To) + ct] = 0 oricare ar fi t € I.

De aici rezultd ca existd K € R astfel incat
In(T'(t) — Tp) + ¢t = K oricare ar fit € I.
Tinand seama ca T'(1) = 120°, rezultd K = c+ In 60 si deci
In(T'(t) + Tp) = ¢+ In 60 — ct.

Daca T'(t;) = 90, atunci In30 = ¢ + In 60 — ct; si deci

_1n2+c

t minute.
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Comentariu metodic.

In exemplele precedente ne-am confruntat cu problema determindrii unor functii

la care se cunoaste derivata.

1.2 Primitive. Integrala nedefinitd a unei functii

In calculul diferential s-a considerat problema calcularii derivatei unei functii
derivabile date. Este posibil si inversam aceastd problema in sensul schimbarii

rolul functiilor cunoscute si calculate. Ajungem astfel la

Definitia 2.1.
Fie intervalul I C R si functia f : I — R. Spunem ca functia f admite
primitiva pe I daca existd o functie F': I — R cu proprietatile:

a) F este derivabila pe I;

b) F'(z) = f(x), oricare ar fi x € I.

Functia F se numeste primitiva a functiei f.

Observatia 2.1. In cele ce urmeaza, vom considera cd multimea I C R este

interval.

Functia f : R — R definitd prin f(z) = 322, oricare ar fi z € R, admite primitiva
F : R — R definita prin F(x) = 23, oricare ar fi € R, deoarece F este derivabild
pe R si F'(z) = f(z), oricare ar fi z € R.

Functia f : (0,7] — R definita prin f(z) = sinz, oricare ar fi x € (0, 7] admite
primitiva F' : (0,7] — R definitd prin F(z) = —cosz, oricare ar fi z € (0,7],
deoarece F este derivabild pe (0,7] i F'(z) = f(z), oricare ar fi x € (0, 7.

Propozitia 2.1.
Dacéa functia f: I — R admite primitive pe I, atunci:

1. Pentru orice doud primitive Fy, Fy : I — R ale lui f, existd o constanta
c € R astfel incit Fy(z) = Fa(x) + ¢, oricare ar fi z € I.

2. Daca F : I — R este o primitiva fixata a lui f, atunci pentru orice

primitivd G a lui f existd o constanta reald c, astfel incat G(z) = F(z) + ¢,

oricare ar i z € I.




12 Operatii cu functii care admit primitive

Demonstratie. 1. Dacd Fy, Fo : I — R sunt doud primitive ale lui f, atunci
Fi(z) = Fy(z) = f(x), oricare ar fi z € I. Rezultd ci existd o constantd c, astfel
incat

Fy(z) — F>(z) = ¢, oricare ar fi z € I.

2. Rezulta din 1).

Comentariu metodic.

Din Propozitia 2.1 rezultd ca dacd o functie admite o primitivd, atunci ea
admite o infinitate primitive.

Daca functia f : I — R admite primitive pe I si functia F': I — R este o
primitiva fixatd a lui f, atunci toate primitivele functiei f sunt de forma F + c,

unde ¢ este o constanta reala arbitrara.

Definitia 2.2.

Fie f : I — R o functie care admite primitive pe I. Multimea tuturor primi-

tivelor lui f pe I se numeste integrala nedefinita a functiei f si se noteaza

/f(uL) dx.

Operatia de calculare a primitivelor unei functii care admite primitive se

cu

numeste integrare.

Comentariu metodic.
Deci, daca functia f : I — R admite primitive pe I si F': I — R este o primitiva

a functiei f, atunci

/f(:c) dz = {F + c|c € R}.

Deci, pentru determinarea multimii / f(z)dz, adica a multimii primitivelor functiei
f pe I, este suficient sa determinam una dintre acestea, caci oricare alta difera

printr-o constanta.
1.3 Operatii cu functii care admit primitive
Am vazut ca dacd f : I — R este o functie care admite primitive pe I,

atunci mulfimea primitivelor sale este o multime de functii inclusad in multimea

tuturor functiilor F: I — R.
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Ne punem acum problema operatiilor cu functii care admit primitive si s
vedem dacd este posibild stabilirea unor rezultate analoage cu cele din calcu-
lul diferential, unde avem, de exemplu, cd derivata sumei este egald cu suma
derivatelor. Pentru a extinde acest rezultat in cazul primitivelor trebuie si
definim operatii cu multimi de functii.

Fie I C R, I interval si multimea
FI)={fIf :R—R},

adicd multimea functiilor definite pe I, cu valori reale. Pe multimea F(I) definim
operatiile:

a) adunarea functiilor

Oricare ar fi f,g € F(I), functia sum3i a functiilor f si ¢notatd f + g,
definitd prin f +g¢: I - R, (f + g)(z) = f(z) = g(x), oricare ar fi x € I.

Facem observatia ci oricare ar fi f,g € F(I), rezultd ca

f+geF).

b) inmultirea functiilor cu scalari

Oricare ar fi A\ € R, oricare ar fi F(I), functia produs a functiei f cu
scalarul X\ notatd \f, definitd prin Af : I — R, (A\f)(z) = X - f(x), oricare ar fi
zel.

Avem ca oricare ar fi A € R, oricare ar fi f € F(I), rezulta ca

A e F(I).
Daca G, H sunt submultimi nevide ale lui F(I), atunci definim
G+H={f+9lfeGsigeH}

si
A-G={\-f|f €G}, unde A e R.

Dacé multimea G este formatd dintr-un singur element f, G = {f}, atunci
multimea G +H = {f} + H, o vom scrie simplificat f + H, deci

f+H={f+glg e H}.
Notam cu C multimea functiilor constante definte pe I, adica

C={flf:1— R, f constantd pe I}.
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Are loc urmatoarea

Propozitia 3.1.
a)C+C=C.
b) A-C =C, oricare ar fi A € R*.

Deci, suma a doud functii constante este tot o functie constanté, iar o functie

constantd inmultitd cu un scalar este tot o functie constanta.

Observatia 3.1. Fie functia f : I — R, f admite primitive pe I si fie
Fy : I — R o primitiva a functiei f. Tinand seama de definitia integralei nedefi-

nite a functiei f si de operatiile cu functii definite mai sus, avem ca
/f(.L) dr = {F|F : I - R, F este primitivd a lui f} = Fy +C.
Tinand seama de Propozitia 3.1, avem cd
/f(x)d$+C =(Fp+C)+C=F+(C+C)=F+C,

deci

/f(m)dx+c =/f(w)dx.

Observatia 3.2. Daca functia f : I — R admite primitive pe I si F" este o

primitiva a lui f, atunci
/ flz)de=F+C

sau

/F’(m)dx =F+C.

Teorema 3.1.
Daci functiile f,g : I — R admit primitive pe I si A € R*, atunci
1. Functia f + ¢ admite primitive pe I si

[1t@+g@ids = [ f@do + [ gtayas

2. Functia A\f admite primitive pe I si

'/)\-f(as)dxzx\'/f(x)dx.
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Demonstratie. In demonstratie vom tine seama i de Propozitia 3.1.
1. Daci f si g admit primitive pe I, atunci exista F,G : I — R, derivabile
pe I cu F' = f si G’ = g. Atunci suma F' + G este derivabild pe I si

(F+G) =F+G =f+g.
De aici rezultd ca functia f + g admite primitive pe I si

/Wﬂ+ﬁﬂM:F+G+c
Dar /f(ac)da: =F+C, /g(a:)d:z: = G +C, de unde

/f(ac)da:+/g(:c)da::(F+C)+(G+C):(F+G)+(C+C)=F+G+C,

deci /[f(x)+g(1:)]dw.=/f(x)d$+/g(x)dm'

2. Dacd F este o primitiva pe I a functiei f, atunci pentru orice A € R*,

functia AF este derivabila pe I si
AF) = XF" = Af,

ceea ce aratd ci functia A f admite primitive pe I. Avem c& / A-f(x)dx = AF+C

si A [ f(@)dz = A(F +C) = M(F +C) = AF + X\C = AF + C, deci

/)\f(x)d:c: A/f(x)dx

Consecinta 3.1. I
Daca functiile f,g : I — R, admit primitive pe I §i A, u € R, 24 pu? >0,
atunci functia A\f + pg admite primitive pe I si

/uﬂw+wwWM=A/NMM%g/mmm.

Demonstratie. Tindnd seama de Teorema 3.1, avem ca functiile Af si ug

admit primitive pe I si

/Mﬂﬂ+¢m&ﬂr=k/fwﬂw+u/gwﬂw



